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1 Sistemas de tuberias simples

Figure 1: Acueductos por gravedad.

Una tuberia simple es aquella que tiene un didmetro y esta hecha de un solo material a lo largo de
su longitud (ver figura 2). La energia que mueve el flujo dentro de la tuberia es gracias a la accién de la
gravedad (tanque a la entrada) o a un méquina (sistema de bombeo a la entrada). Dichas tuberias pueden
tener cualquier tipo de accesorio a lo largo de su longitud lo que implica unas pérdidas menores. Las
ecuaciones de Prandl, Von-Karman y Darcy-Weisbach vistas en la Unidad 1, son utilizadas para el diseno
de tuberias simples. Note que existe cierta dificultad para el disenno teniendo en cuenta que la ecuacién
de Colebrook-White para calcular el coeficiente de rugosidad f es implicita y requiere un proceso iterativo
para su solucién. Los algoritmos que aqui se discutirdn, constituyen las bases para el andlisis y diseno de
tuberias mas complejos.

Figure 2: Tuberia simple alimentada por un tanque de nivel constante y con descarga a la atmosfera
(tomado de [1]).

1.1 Tipos de problema en sistemas de tuberias

Los problemas en sistemas de tuberias se clasifican de acuerdo con las variables desconocidas. Las variables
involucradas en estos problemas se pueden clasificar como:

e Caracteristicas la tuberia: Didmetro (D), longitud (L), rugosidad absoluta (¢).
e Propiedades del fluido: Densidad (p) y viscosidad dindmica (u) o cinematica (v).

e Variables relacionadas con el esquema del sistema: Coeficientes de pérdidas menores (K) de todos
los accesorios en el sistema.

e Variables relacionas con la energia impulsora del sistema: Cabeza de energia (H = E1-E2), entre la
energfa en el embalse de entrada (E1) y la energia salida del sistema (E2), o potencia de la bomba
(P).



e Propiedades del flujo: Caudal (Q) y velocidad (V') del flujo.
o Otras variables: Aceleracion de la gravedad (g).
De acuerdo con las variables involucradas en sistemas de tuberias, existen tres tipos de problemas:

1. Comprobacién de diseno: En este tipo de problemas la tuberia existe y se conoce su longitud,
su didmetro, su rugosidad absoluta (material), al igual que todos los accesorios y sus coeficiente de
pérdidas menores. También se conoce la energia impulsora, ya sea una cabeza de energia (grav-
itacional por diferencia de niveles) o una energia mecdnica (suministrada por una bomba). Las
propiedades del fluido como la densidad y la viscosidad absoluta son también conocidas. La incognita
es entonce el caudal o la velocidad del flujo en el sistema.

Variables conocidas Incégnita
D, e, H(0P), > K,p,p,8, L Q(oV)

2. Célculo de la potencia requerida: En este tipo de problemas, el sistema existe por lo que se
conocen su longitud, su didmetro, su rugosidad absoluta (material), al igual que todos los accesorios
y sus coeficiente de pérdidas menores. Las propiedades del fluido como la densidad y la viscosidad
dindmica asi como el caudal (o velocidad) que fluye por el sistema son también conocidas. La
finalidad es determinar la potencia, ya sea mecéanica o gravitacional, requerida para mover cierto
caudal a través de la tuberia dada.

Variables conocidas Incégnita
D,e,Q(oV),> K, p,p,g, L P (oH)

3. Diseno de la tuberia: En este tipo de problemas se conoce el caudal o la velocidad de flujo y la
potencia disponible (mecénica o gravitacional), algunas caracteristicas de la tuberia como la longitud,
los accesorios y sus coeficientes de pérdida y las propiedades del fluido como la densidad y la viscosidad
dindmica. Se desconoce el didmetro necesario para permitir el paso de el caudal demandado. En
cuanto a la rugosidad absoluta, se debe cambiar el tipo de tuberia (rugosidad absoluta) con el fin de
obtener la mejor opcién.

Variables conocidas Incégnita
£,Q V), P(oH), > K, p pg L D

1.2 Ecuaciones para la solucion de problemas

A continuacién se presentan las ecuaciones necesarias para resolver los tres problemas ya mencionadas.
Estas ecuaciones fueron discutidas en el capitulo anterior.

Si se tiene una tuberia simple cuya entrada es en la seccién 1 y cuya salida es en la seccién, aplicando
la ecuacion de Bernoulli entre 1 y 2, de manera general, se tiene:

2 2
‘gq+z1+p71=‘§q+z2+pj+hf+2he—hb+ht (1)

donde hy es la cabeza de energia suministrada por la bomba y h; es la cabeza de energia sustraida por
la turbina. La energia total en una seccién (e.g. 1 o 2) de flujo se puede expresar como E = ‘2/—; +z+ %,
por lo tanto la ecuacién 1 se puede expresar como:

El—EQth—f—he—hb—i-ht (2)



en donde hy son las pérdidas por friccién estimadas con la ecuacién de Darcy-Weisbach como:

L V?
hf—fﬁg (3)

v he son las perdidas por accesorios, las cuales se pueden calcular como:

2
he =Y K‘Q/g (4)

El factor de friccion f en la ecuacioén 3, se calcula usando el diagrama de Moody o numéricamente
usando la ecuacién Colebrook-White como:

L _ e 2.52 .
Vi (m*zm) ©)

donde el niimero de Reynolds (Re) se calcula como

Re= VP (6)

v

Si se reemplaza las ecuaciones 3 y 4 en la ecuacién 2, se tiene:

LV?
Ey — Eg—f——+ZK——hb+ht (7)
despejando V' en la ecuacién 7, se tiene:
FEi—FEs+hy—h
V= |2 1 - 21+ N t (8)
fe+2XK

En los tres tipos de problemas, el objetivo es usar las ecuaciones 3, 4, 5, 6y 8 para su soluciéon. Note
que la ecuacién 5 es una ecuacién implicita que requiere del uso de algin método iterativo o numérico para
su solucién. Note que la ecuacion 8 se usa en particular para la solucién de problemas de comprobacion de
diseno y de disenio de tuberias.

1.3 Solucioén de la ecuaciéon de Colebrook-White

1.3.1 Metodo de punto fijo

Consiste en el siguiente procedimiento:
1. Leer la informacién de entrada: ¢, p, pov, Vo @, D
2. Calcular el Re usando la ecuacion 6

3. Si Re < 2000 (Flujo laminar), calcular f como:

f = Re/64 (9)
y luego ir a 6. Si Re > 2000 continuar.

4. Asumir un valor inicial de f; (e.g. f =0.01).



. Usando la siguiente forma de la ecuacién 5, calcular un valor f;iq:

—2
fiv1 = [210g <3.;D + R26\5/27)] (10)

Si |fi — fix1] <7, donde 1 es un error (e.g. n = 1x1079) ira 6. Si |f; — fir1| > 0, hacer f; = fiy1 e
ir a 6, para calcular un nuevo valor f; ;.

Imprimir f

1.3.2 Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Rapson es un método numérico para la solucion de ecuaciones implicitas. Converge
mas rapido que el método de punto fijo. Algunas condiciones para poder aplicar el método son para un
intervalo [ del dominio:

e f(x) debe estar definida en .

e La funcién de iteracién de f(x) deber ser continua en [.

e La funcién implicita f(x) debe ser diferenciable (f’(x)) en [.

En general la ecuacién de Colebrook-White cumple estas condiciones. El método consiste en el siguiente
procedimiento:

1.
2.

Leer la informacién de entrada: ¢, p, uov, Vo Q, D

Calcular el Re usando la ecuacién 6

. Si Re < 2000 (Flujo laminar), calcular f como:

f = Re/64 (11)
y luego ir a 6. Si Re > 2000 continuar.

. Asumir un valor inicial de f; (e.g. f = 0.01).

. Calcular
1
Tg = W (12)
. Calcular
€ 2.52x;
i) = —21 1
fla) = 2og (=5 20 (13)
Calcular
o[
f/(xl) - l: ] 62,52” ] (14)
n10] | 555 + =5~
. Calcular el nuevo valor de x;+; como:

SRS
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9. Si |z; — ;11| <, donde 5 es un error (e.g. n = 1x107%), ir a 6. Si |x; — x;41| > 71, hacer z; = ;11
e ir a 6, para calcular un nuevo valor x;4.

10. Imprimir f, donde:
f=— (16)

1.4 Comprobacién de diseno

A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar el
valor de V o Q.

1. Leer la informacién de entrada: e, p, pov, L, D, Y K, E1, E2, hy y hy.

2. Aplicar el procedimiento descrito en la seccion 1.3.1 o en la seccién 1.3.2. Note que lo unico que
cambia dentro de estos procedimientos es que la velocidad V' es calculada usando la ecuacién 8; ya
no es un dato de entrada.

3. Imprimir V' y f.

1.5 Calculo de la potencia requerida

A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar la
cabeza de energia de la bomba (h) y su potencia (P).

1. Leer la informacién de entrada: €, p, pov, L, D, > K, Q, E1, E2, hy y 7.

2. Calcular la velocidad como V = Q/A.

3. Aplicar el procedimiento descrito en la seccién 1.3.1 o en la secciéon 1.3.2 para calcular f.
4. Calcular hy usando la ecuacién 3.

5. Calcular h. usando la ecuacién 4.

6. Calcular la cabeza de energia de la bomba (h;) despejandola de la ecuacién 2.

7. Calcular la potencia P como:

_ PQghy
n

P

donde 7 es la eficiencia de la bomba.

8. Imprimir hy y P.

1.6 Diseno de la tuberia

A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar el
didmetro 6ptimo comercial de la tuberia.

1. Leer la informacién de entrada: e, p, pov, L, D, Y K, Q, E1, E2, hy y 7.

2. Asumir un didmetro comercial inicial D; para la tuberfa. El D; inicial debe ser pequeiio (e.g. 1 pulg.)
pero no tan pequeno ya que el procedimiento no converge.



3. Aplicar el procedimiento descrito en la seccién 1.3.1 o en la secciéon 1.3.2. Note que lo tinico que
cambia dentro de estos procedimientos es que la velocidad V' es calculada usando la ecuacién 8; ya
no es un dato de entrada. De aqui sale un valor de f y V.

wD?

4. Calcular el nuevo caudal @, = V' A usando D;, donde A = —*.

5. 81 Q, >=Q ira 6. SiQ, < Q tomar el siguiente diametro comercial superior D;;1 e ir a 3.
6. Imprimir D.

El disefio 6ptimo busca, en la mayoria de los casos, la solucién més econémica. Por lo tanto es necesario
muchas veces disenar con otros materiales (diferente valor de ¢) para encontrar la mejor solucién.

2 Sistemas de tuberias en serie

Las tuberias en serie son dos o mas tuberias conectadas una tras de otra con diferente didmetro o rugosidad
(material) o ambos (ver figura 3). Estas tuberfas son muy comunes en sistemas de riego localizado de
alta frequencia o en lineas de coduccién para acueductos veredales. Al igual que en la seccién 1, aqui
se describiran las ecuaciones generales para resolver problemas relacionados con tuberias en serie y se
explicaran los procedimientos para resolver los tres problemas en tuberfas: 1) Comprobacién de diseno, 2)
célculo de la potencia y 3) diseno de las tuberias.

Figure 3: Tres tuberias en serie conectando dos tanques en donde @)y, representa un caudal lateral de
salida al final de la tuberia i (tomado de [1]).

2.1 Ecuaciones para la solucion de problemas

Teniendo en cuenta las tuberias en serie de la figura 3, se plantean las siguientes ecuaciones:

e Conservacién de la energia
AE:El—EQZHTzzl—ZQZhe+hf1+hml —I—hf2—|-hm2—|-hf3+hm3+hs (18)

donde Hyp es la diferencia de niveles entre los dos tanque (la energia total disponible en el sistema),
he pérdidas menores de entrada, hy, pérdidas por friccién en el tubo i, hy,, pérdidas menores (por
valvulas, uniones, etc) en la tuberia i y hs pérdidas por salida.



Para un numero n de tuberias en serie la ecuacién 18 se puede escribir como:

Hyp = he +thl+Zth”+h (19)

=1 j=1

donde m es numero de accesorios en la tuberia 7; m puede ser variable. La ecuacion 19 establece que
la energia disponible en el sistema se disipa en pérdidas a lo largo de la tuberia. Puede haber el caso
en el cual tengamos, por ejemplo, una tuberia horizontal por lo cual una bomba seria necesaria para
impulsar el flujo por lo que en la parte izquierda de la ecuacién 18 tendriamos Hp = hp. También se
puede dar el caso de una turbina en alguna seccion de la tuberia por lo que habria que sumarle a la
derecha de la ecuacién hy.

Desarrollando la ecuacién 19, se tiene:

i () 5050 S E) Eeen )] o

e Conservacion de la masa o ecuacién de continuidad:

Qr=0Q1=Q2+Qr, =Q3+Qr, +Q, (21)

Donde Q); es el caudal que viaja por la tuberia 7 y @1, es el caudal derivado de la tuberia ¢. La
ecuacién 21 se puede expresar de forma mas compacta como:

i—1
Qr=Qi+ Y Qr (22)

J=1

En caso de que no existiera derivaciones (Qr, = 0) la ecuacién 22 queda como:

‘QT:le-'-:Qi:-":Qn‘ (23)

2.2 Comprobacion de diseno

Se desea calcular el valor de Q7 = Q1. Antes de describir el proceso de calculo, deduciremos una ecuacién
que se utilizara para resolver este tipo de problemas.
De la ecuacion de Darcy-Weisbach, despejando el factor de friccién se tiene que:

hyD2g
= 24
=" (24)
Sacando raiz cuadrada e invirtiendo los términos a ambos lados se tiene:
i — Lﬁ (25)
VI /hD2g
Igualando a la ecuacién de Colebrook-White, se tiene:
VVL 5 2.52
—_—— = 2log | ——= + ——— 26
JhiD2g & (3.71) Reﬁ) (26)



Reemplazando Re =

? y la ecuacién 25 en la ecuacion 26 y despejando la velocidad, se tiene:

(27)

—2,/2gDh; | e . 2.52vV/L
(0]
N G NI

Note que la ecuacién 27 es explicita para la velocidad V.
A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar

QT = Q1.

1.

2.3

Leer: p, p o v, K. (coef. de pérdidas a la entrada), K (coef. de pérdidas a la salida), F1 y E2.
También, para cada tuberia i, leer: e;,L;, D;, > Ki, Qr,, hp,, he; ¥ mi (eficiencia de la bomba o
turbina). Esta lectura se debe hacer para las n tuberias del sistema.

. Para llevar a cabo este proceso es necesario, para la primera iteracion, asumir un valor inicial de hy,.

Se ha encontrado que hy o %, de acuerdo con esto, [1] ha establecido que este valor inicial de hy,

se puede expresar como:

Li/D?

hey = Hpr——""—"—+
h TZ?:l Li/D?

(28)

. Para la tuberia ¢ = 1: calcular el valor de V7 usando la ecuacién 27, calcular el caudal Qr = Q1 =

V1 A1, calcular el valor de f; usando uno de los dos procedimientos descritos en la secciones 1.3.1 y
1.3.2, calcular hy, utilizando la ecuacién 3 y hy,, utilizando la ecuacién 4.

. Para el resto de tuberias ¢ = 2...n: calcular el caudal @); usando la ecuacién 22, calcular la velocidad

Vi = Qi/A;, fi usando uno de los dos procedimientos descritos en la secciones 1.3.1 y 1.3.2, calcular
hy, utilizando la ecuacién 3 y hy,, utilizando la ecuacién 4.

. Calcular la pérdida de energia total estimada Hrp usando la ecuacién 19. Si \IfT — Hp| < ndonde 7

es un error (e.g. n = 1x107%), ir a 6. Si |[Hy — Hy| > 1, actualizar el valor de hy,, como:
t—1
h§, = b+ Ahy, (29)
donde Ahy,, se calcula como

i Li/Dy
Ahy =(Hr — Hp) ————1————
o= (Hr = Hr)ssw s

Una véz calculado el nuevo hy, ir a 3.

. Imprimir @; donde i = 1...n.

Calculo de la potencia requerida

A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar la
cabeza de energia de la bomba (h;) y su potencia (P).

1.

2.

Leer: p, u o v, K. (coef. de pérdidas a la entrada), K (coef. de pérdidas a la salida), E1, E2 y
Qr = Q1. También, para cada tuberia i, leer: €;, L;, D;, > K;, Qr,, ht, y n; (eficiencia de la bomba
o turbina). Esta lectura se debe hacer para las n tuberias del sistema.

Utilizando la ecuacion 22, calcular el valor de Q); para i = 2...n.



3. Para cada una de las tuberias ¢ = 1...n, calcular: la velocidad como V; = Q;/A;, fi usando uno de
los dos procedimientos descritos en la secciones 1.3.1 y 1.3.2, calcular hy, utilizando la ecuacién 3 y
hm, utilizando la ecuacién 4.

4. Calcular la cabeza de energia de la bomba (h;) despejandola de la ecuacién 2. Note que en esta
ecuacion, hy es la sumatoria de todas hy, y hy, es la sumatoria de todas las hyy,.

5. Calcular la potencia P usando la ecuacion 17.

6. Imprimir hy y P.

2.4 Diseno de la tuberia

Como se habia mencionado anteriormente, el diseno, y en este caso, de tuberias en serie es un problema
complejo por que eso implica buscar, en la mayoria de los casos, la soluciéon 6ptima desde el punto de vista
econémico. Por esto, no solo basta con determinar el didmetro si no también el material de la tuberia.
A esto hay que sumarle que los coeficientes de perdida dependen del material de la tuberia, esta es otra
variable que hay que tener en cuenta. Esto quiere decir que pueden existir multiples soluciones para un
mismo problema.

A continuacion se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar
el didmetro 6ptimo comercial D; de la tuberia para ¢ = 1...n. En este proceso se asume que el material es
un dato dado.

1. Leer: p, u o v, K. (coef. de pérdidas a la entrada), K (coef. de pérdidas a la salida), F1, E2 y
Q7 = Q1. También, para cada tuberia i, leer: &;, L;, > K;, Qr,, hs,, ht, ¥y ni (eficiencia de la bomba
o turbina). Esta lectura se debe hacer para las n tuberias del sistema.

2. Utilizando la ecuacion 22, calcular el valor de @); para ¢ = 2...n.

3. Inicializar hy, para cada tuberia i = 1...n. I-pai Wu en 1975 encontré la siguiente ecuacién para
inicializar hy, antes de iniciar las iteraciones:

L; cosb;

hy =Hp—er—"—"—
fi TZ?:I L; cosb;

(31)

donde 6; es el angulo formado entre la horizontal y la tuberia. Usualmente este angulo es el mismo
para todas las tuberias ya que todas tienen la misma pendiente, por lo tanto 6 = %Z?:l L;,
donde z; es la altura a la entrada del sistema y zo es la altura a la salida del sistema.

4. Para cada tuberia i =1..n
(a) Asumir un didmetro comercial inicial D;. El D; inicial debe ser pequeno (e.g. 1 pulg.) pero no

tan pequeno ya que el procedimiento no converge.

(b) Aplicar el procedimiento descrito en la seccién 1.3.1 o en la seccién 1.3.2. Note que lo tinico que
cambia dentro de estos procedimientos es que la velocidad V es calculada usando la ecuacién 8;
ya no es un dato de entrada. De aqui sale un valor de f y V.
71'D%.2

(c) Calcular el nuevo caudal @, = V;A; usando D;, donde A; = —*.

d) SiQ, >=Q;ira 5. SiQ, < @Q; tomar el siguiente didmetro comercial superior D; 1 e ir a
( i i g p +
4a.

5. Para cada tuberia ¢ = 1...n, calcular la velocidad real como Vg, = Q;/A;

6. Para cada tuberia i = 1..n, y con el D; y Vp,, calcular f; usando el procedimiento descrito en la
seccion 1.3.1 o en la seccién 1.3.2.

10



7. Para cada tuberia i = 1...n, calcular hy,, utilizando la ecuacién 3 y Ay, utilizando la ecuacién 4.
Usar en estas ecuaciones D; y Vg,.

8. La energia del sistema a la salida de la tuberia n suele ser superior a la energia requerida del sistema
alli (E2), por lo que usualmente se utiliza una valvula para hacer caer la energia a E2. Dicha caida
hm, , se calcula como:

hm, = Hr — Z hfps — Z hm g, (32)
i=1 =1

9. Sihm, >0y hy, = E2,ir a 10. Si hy,, >> E2, para cada tuberia ¢ = 1...n, actualizar el valor de
hy, para la siguiente iteracién como:
hy, = hig, + hm, (33)

Luego ir a 4.

10. Imprimir D; para i = 1...n.

Es importante revisar que h,,, sea positivo, de lo contrario esto supondria presiones negativas que
podrian generar cavitacién en el sistema. El procedimiento anterior puede ser repetido para diferentes
materiales de tuberia (diferentes valores de €) con el fin de escoger el disenio més econémico.

3 Tuberias con perdida uniforme de caudal por unidad de longitud
(Tubos porosos)
En sistemas de riego moderno existen sistemas de tuberias que estan disenados para entregar un caudal

por unidad de longitud con el objetivo de lograr uniformidad en el riego (ver figura 5). Estas tuberias se
conocen como tubos porosos o mangueras exudantes.

Figure 4: Sistema de riego con tuberia porosa.

Si se analiza la tuberia de la figura 5, se sabe que la presiéon disminuye a lo largo de la tuberia debido
a las pérdidas asi como la velocidad ya que el caudal disminuye por unidad de longitud. De la figura 5,
tenemos:

e Conservacion de la masa
Qx = Ql —qT (34)

donde @), es el caudal en la tuberia a una distancia x de la secciéon de entrada 1, q es el caudal
descargado por la tuberia por unidad de longitud, @ es el caudal a la entrada (1) de la tuberia.
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Figure 5: Tuberfa porosa con entreaga de caudal por unidad de longitud (¢q) y su linea de gradiente
hidraulico (tomado de [1]).

e Pendiente de la linea de gradiente hidraulico Aplicando la ecuacién de Darcy-Weisbach (para pérdidas
por friccién), e ignorando pérdidas menores, para una longitud infinitesimal de tuberia dz, en donde
no existe salida de caudal, se tiene:

dx V2

D2

donde dhy es la pérdida de energia a lo largo de dz, f; es el factor de friccién en dx y V, es la

velocidad en dx. Expresando la ecuacion 35 en términos del caudal @, se tiene:

dhy = f, (35)

dhf o foc Q?v
dr 29 DA? (36)
o
dhf SfIQg
dr w29 D5 (37)
reemplazando la ecuaciéon 34 en la ecuacién 37, se tiene:
dh 8
TJ = sz (@1 — 6190)2 (38)

Integrando la ecuacién 38 para calcular las pérdidas a lo largo de la longitud de la tuberfa (L), se
tiene:

8 L
b= g [ (@ —an)ds (39)

donde f, esta dado por la ecuacién de Colebrook-White:

e 2,520
— _2] 40
o8 (3.7D + va\/fm) (40)

1
Ve
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Note que la ecuacién 39 no se puede resolver analiticamente ya que el valor de f;, coeficiente de
friccién a una distancia x, se calcula a través de la ecuacion implicita 40. Sin embargo la ecuacién 39
se puede resolver aproximadamente utilizando los métodos siguientes:

1. Factor de fricciéon constante
Si se supone que f; es constante y se calcula como el promedio del factor de friccién a la entrada

(f1) v ala salida (fr):

fa: _ fl ";‘ fL (41)
integrando la ecuacién 39 para z, se tiene:
=L
8/z 2 2 q2x3
=0
en donde se obtiene:
8/z 2 2 q2L3
hy = —"— L — L — 43
r= 2,50 <Q1 QuaL? + 5 (43)

2. Factor de friccién constante tramo a tramo
Para utilizar este método se supone que la tuberia de longitud L estd dividida en n tramos de
igual longitud | = L/n. Por lo tanto se calculan las pérdidas para cada tramo de la tuberia
suponiendo que f, es constante en el tramo, y luego se suman. Las pérdidas de energia hy, para
un tramo ¢ donde i = 1---n son:

8z 2 2 U
= s (@ - Quar + O (44)

donde @1, es el caudal transportado por el tramo i e igual a @1, = Q1 — ¢l(i — 1). Note que f,
es el promedio entre tramos:

_ fit fin
Jo= "

Las pérdidas totales a lo largo de la tuberia se calculan como:

(45)

n
hy =) hy, (46)
i=1
El procedimiento para el calculo de la pérdida de energia en una tuberia porosa de describe a contin-
uacion.
1. Calcular el caudal de entrada a la tuberia (Q1) de longitud L como:

Q1=qL (47)

2. Célculo de la zona laminar. Debido a que la manguera o tuberia va perdiendo caudal su velocidad
disminuye y el flujo, en algin punto, se convierte en laminar. Para calcular ese punto, se asume un
ntimero de Reynolds critico (donde cambia a laminar) igual a Re. = 2000. Dicho caudal, para el cual
ocurre Re., se calcular como:

13
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Qc 1 (48)
la distancia desde el final de la tuberia en donde el flujo cambia a laminar, se calcula como:
LCQC
L.=—— 49
T Q (49)

Teniendo en cuenta que en los ultimos tramos de la tuberfa (z < z.) el nimero de Reynolds tiende a
cero, el f tiende a infinito. Por esto, es necesario dejar cierta longitud de la tuberia en donde no se
calculan pérdidas. En estos ultimos tramos, las pérdidas son muy pequenas por lo tanto no influyen
en el resultado final. Dicho valor puede ser el 0.3% de L.

3. Implementar cualquiera de los dos métodos descritos: 1) factor de friccién constante para la tuberia
y 2) factor de friccién constante tramo a tramo.

4 Sistemas de tuberias en paralelo

Las tuberias en paralelo son un conjunto de dos tuberias o mas las cuales se derivan de un nodo comin
(nodo de entrada) y convergen hacia otro nodo (nodo de salida). Esto implica que, de acuerdo a la ley
de conservacion de la masa, la suma de los caudales que viajan por cada una de las tuberias debe ser
igual aguas arriba del nodo de entrada y aguas abajo del nodo de salida; esto implica que el caudal de
entrada y de salida de las tuberias es le mismo. En casos practicos y cotidianos, los sistemas de tuberias
en paralelo estan limitados a maximo 3 o 4 tuberias, y son mas comunes los sistemas de dos tuberias. En
estos sistemas, cada tuberia puede tener longitudes, didmetros, accesorios y materiales diferentes.

Figure 6: Aumento de la capacidad de un acueducto veredal mediante la construcciéon de una tercera
tuberia.

4.1 Ecuaciones para la solucion de problemas

Teniendo en cuenta las tuberias en paralelo de la figura 7, se plantean las siguientes ecuaciones:

14



Tuberia 2 Q

Figure 7: Esquema tridimensional de dos tuberias en paralelo y sus lineas de energia, con un nodo de
entrada 1 y un nodo de salida 2. (tomado de [1]).

Conservacion de la energia
AE=FEl-E2= HT = h}l + h71nl + h}z + h717"02 + h}s + h71n3 + h}4 + h71”ﬂ4 + h’}s <50)

donde Hrp es la diferencia de energia entre el node de entrada (E1) y el nodo de salida (E2); la energia
total disponible en el sistema, h fiz'j son las pérdidas por friccién en el tramo ¢ = 1...5 de la tuberia j = 1
y h?m son las pérdidas menores (por valvulas, uniones, etc) en el tramo ¢ = 1...4 de la tuberfa j = 1.

La ecuacién 50 puede expresarse de forma mas compacta como:

nj m;
Hp = Iy + (51)
i=1 i=1
donde n; es el nimero de tramos de la tuberia j = 1 y m; es el nimero de accesorios en la tuberia j = 1.
Note que la ecuacion 51 aplica también para la tuberia j = 2.

De acuerdo con la ley de conservacion de la energia, esto implica que las pérdidas de energia en la
direccén del flujo a través de la tuberia 1 y 2 es la misma. De acuerdo con esto, la ecuacion 51, se escribe

HT:Zl;h}iJrZ;h}m :éh?ﬁéhﬁ% (52)

Ccomo:

Conservaciéon de la masa

De acuerdo con la ley de conservacion de la masa, el caudal que entra al nodo de entrada (Qr), debe ser
igual a la suma de los caudales que se distribuyen en las tuberias e igual al caudal en el nodo de salida.
Para el esquema de la figura 7, se tiene que:

Qr = Q1+ Q2 (53)

donde @ es el caudal que transporta la tuberia 1 y ()2 es el caudal que transporta la tuberia 2. En
general para un numero n de tuberias en paralelo, se tiene:

Qr=)Y_Q (54)
=1
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4.2 Comprobacion de diseno

Para este caso se conocen las caracteristicas fisicas de n tuberias, los accesorios en cada una de ellas, la
energia disponible en el sistema y las propiedades del fluido circulante. Se desea entonces conocer los
caudales individuales en cada tuberia (Q;). A continuacién se presenta el procedimiento de cdlculo:

1. Leer: p, u o v, hy (Cabeza de la bomba), E1 y E2. También, para cada tuberia i, leer: ¢;, L;, D;,
> Ki, ht, y m; (eficiencia de la turbina). Esta lectura se debe hacer para las n tuberfas del sistema.

2. Para cada una de las n tuberias en paralelo, hacer la comprobacion de disefio para tuberias simples
descrito en la seccion 1.4. Se obtendran n caudales () y n velocidades V' para cada tuberia.

3. El caudal total Q7 se obtendra usando la ecuacién 54.

4.3 Calculo de la potencia requerida

A continuacién se describe el proceso para solucionar este tipo de problemas que consiste en determinar la
presién en el nodo de entrada (1) o en el nodo de salida (2) de las tuberias en paralelo. Con esto es posible
calcular la potencia consumida por el flujo a través de las tuberias en paralelo.

Uno de los problemas es que, a pesar de que el caudal total Q7 es un dato dado en el problema, no se
sabe como éste se distribuye a través de las tuberias. Para esto se ha encontrado la siguiente ecuaciéon a
partir de la ecuacién de Darcy-Weisbach:

‘ v
Q1= QT—5/2 (55)
Y &V

en donde [; es la londitud de la tuberia 1 y d; es el didmetro de la tuberia 1. La ecuacién 55 sirve
para inicializar el caudal Q¥ en la tuberfa 1. Con este caudal Q¥ es posible calcular la energia (presion)
en el node 1 o nodo 2 siguiendo el algoritmo de la secciéon 1.5. Una vez se tiene la energia disponible en
el sistema (E; — Es), es posible calcular el caudal en cada una de las otras n — 1 tuberias siguiendo el
algoritmo de la seccién 1.4. Sin embargo, es posible que la sumatoria de los n caudales no se sea igual a

Qr, por lo que es necesario corregir la suposicion inicial de ()1 como:

P =ater (56)
donde
Qr=> Qf (57)
=1

es el caudal total estimado para la iteraciéon k. El proceso de iteracion termina cuando Qr = Q7.
A continuacién se describe el algoritmo para encontrar la presién (energia) en el nodo de entrada o de
salida al sistema y la potencia disipada.

1. Leer: p, u o v, hy (Cabeza de la bomba), Q7 y E1 o E2. También, para cada tuberia i, leer: ¢,
L;, D;, > K;, hy, y n; (eficiencia de la turbina). Esta lectura se debe hacer para las n tuberias del
sistema.

2. Inicializar el caudal transportado por la tuberia 1 (Q1) usando la ecuacién 55.

3. Con base en el caudal ()1 determinar la energfa en el nodo 1 (E;) o en el nodo 2 (Es) siguiendo el
algoritmo de la seccién 1.5.

4. Una vez calculada la energfa en el nodo 1 (E4) o en el node 2 (Es) para cada una de las n —1 tuberfas
restantes, calcular el caudal @) siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 1.4.
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5. Una vez calculado el caudal @ en cada tuberia, calcular el caudal total estimado )7 para la iteracién
k. Si|Qr — Q4| <n, donde 7 es un error (e.g. n = 1x1075), ir a 6. Si |Qr — Q| > 1, corregir Q4
usando la ecuacién 56 e ir 3.

6. Imprimir 1 o B2y Q; donde i = 1---n. Con base en las pérdidas a lo largo de la tuberia 4, calcular
la potencia disipada en el sistema.

4.4 Diseno de tuberias en paralelo

En la practica en ingenierfa no es comun disenar sistemas de tuberias en paralelo debido a su ineficiencia
a nivel hidraulico ya que el perimetro mojado de 2 o mas tuberias es mayor que el perimetro mojado de
una sola tuberia. Este diseno solo se justifica si el didmetro de disefio es mayor al didmetro comercial
disponible. De ser asi, cada tuberia se disena como una tuberia simple para un caudal Q7 /n, donde n
es el nimero de tuberias en paralelo. Sin embargo, lo que si es comun es la ampliacién de un sistema
conformado por una tuberia simple ya existente debido a un incremento en la demanda, lo cual es comin
en acueductos y sistemas de riego. Para esta ampliacién se disena y se construye una tuberia paralela a
la ya existen para la cual se conocen sus caracteristicas. Para este diseno se conoce el nuevo caudal total
Qr, la energia en el nodo de entrada al sistema y las caracteristicas de las tuberias. Las incognitas son el
didmetro de la nueva tuberia y la energia en el nodo de salida del sistema. Note que la energia en el nodo
final sera diferente a la energfa inicial para este nodo (antes de la ampliacién) ya que la hidrdulica de la
tuberia existente se modifica también.

A continuacién se presenta un algoritmo para el disenio de la nueva tuberfa (nimero 2), en donde la
tuberia 1 es existente.

1. Leer: p, u o v, hy (Cabeza de la bomba), Q1, Qr, F1 (energia del nodo a la entrada) y E2 (energia
del nodo a la salida. Esta energia cambia durante el proceso). También, para cada tuberia i, leer:
ei, Li, Y Kj, hy, y m; (eficiencia de la turbina) donde ¢ = 1---2. Leer el diametro D de la tuberia
existente.

2. Calcular el caudal por la tuberia 2: Q2 = Q1 — Q1.

3. Disenar la tuberia 2 como una tuberia simple siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 1.6.
Teniendo en cuenta que, debido a que el didmetro comercial siempre deja pasar mas caudal, Qo es
mayor al caudal deseado (caudal inicial), la energia en el nodo 2 aumenta y por lo tanto el caudal
()1 cambia también.

4. De aqui en adelante se vuelve un problema de calculo de la potencia requerida para dos tuberias en
paralelo partiendo del numeral 2 en el procedimiento descrito en la seccién 4.3.

5 Redes abiertas de tuberias

En la practica, los sistemas de tuberias suelen ser mas complejos que tuberias simples, en serie o en
paralelo, por lo que las tuberias suelen estar conectadas unas con otras formando diferentes configuraciones.
Las tuberias ramificadas o redes abiertas de tuberifas suelen ser las tuberias principales (lineas madres o
expresas) en sistemas de acueductos, sistemas de irrigacién o sistemas de tratamiento de agua, que estan
compuestas ademas por tanques de almacenamiento, desarenadores, plantas de tratamiento y obras de
captacién (ver 9). En muchos casos estas redes abiertas estii conectadas a redes cerradas.

Los problemas que se estudiaran para redes cerradas son el problema de comprobacién de diseno, el cual
busca determinar los caudales en cada una de las tuberias, y el de diseno de la red en donde se determina
el didmetro de cada tuberia. Note que el problema de calculo de la potencia no es pertinente ya que la
energia del sistema siempre es un dato dado que es determinado por la localizacion topografica de la red
o por la energia suministrada por un bomba en una tuberfia.
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Figure 8: Red de embalses de para el sumunistro de agua en Bogota D.C.

5.1 Ecuaciones para la solucion de problemas

Teniendo en cuenta la figura 10, se plantean las siguientes leyes de conservacion para la solucién de prob-
lemas de redes abiertas.

Conservacion de la masa

En una red abierta es necesario conservar la masa a lo largo de toda la red. Se plantea entonces que en cada
nodo se conserva la masa, teniendo en cuenta las posibles demandas desde los tanques de almacenamiento
y desde los nodos. Analizando la red de la figura 10 se tiene que el tanque de distribuciéon A conduce
el caudal total demandado a través de la tuberia madrea AU hacia el nodo U de donde se distribuye el
caudal hacia los tanques B,C y D, de donde se derivan unas demandas. De acuerdo con esto, la ecuacién
de conservacion de la masa en el nodo U es:

> Qi —Qr, =0 (58)

=1
donde Q;rr es el caudal en la tuberia iU, Qr,, es el caudal demandado en el nodo U que puede ser cero,
y n es el namero de tuberias conectadas con el nodo U.

Conservacion de la energia

De acuerdo con la figura 10, la ecuacion de conservacién de la energia entre un tanque i = A, B,C, D y un
nodo U, se expresa como:

L; V2
Z +3 KiU) iU (59)

Zi — Zy| = Hty = (fiUD. 2%
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Figure 9: Red abierta compuesta por tuberias, tanques de almacenamiento y nodos (tomado de [1]).
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Figure 10: Red abierta conectando un tanque de suministro A, al cual llega un caudal total demandado,
con los tanques de almacenamiento B,C y D, de los cuales se demandan caudales (tomado de [1]).

donde Ht;y es la energia disponible entre iU, Zy es la cabeza piezométrica en la unién (siempre es
desconocida), Z; es la cabeza piezométrica en el tanque i, Vi es la velocidad de flujo en la tuberfa iU, d;;y
es el didmetro en la tuberia ¢U, L;i es la longitud de la tuberia iU, f;i es el factor de friccion de Darcy
en la tuberfa iU y ) K,y es el coeficiente de global de pérdidas menores en la tuberia iU.

La ecuacion 59 se puede expresar en términos del caudal como:

Ly N ZKz‘U) 2
29D;1r 2g A?U

|Z; — Zy| = Htiy = (fiU (60)

5.2 Comprobacion de diseno

En este caso se conocen las caracteristicas del fluido transportado, las caracteristicas de las tuberias
(didmetros, rugosidades y longitudes), las cotas de los tanques que integran el sistema y las posibles
demandas de caudal en los nodos. Se desea conocer el caudal total demandado y las demandas de caudal
en cada uno de los tanques Q)r,,. El proceso iterativo se basa en el proceso de comprobacién de disefio para
tuberfas simples aplicado a cada tuberfa del sistema. Sin embargo como las cabeza de energia (Zy;) en
los nodos no son conocidas estas se deben ir corrigiendo en el proceso de iteracién hasta cumplir (aproxi-
madamente) con la ecuacién 58 en cada nodo. A continuacién se presenta un algoritmo para resolver este
tipo de problemas:

1. Leer: py p o v. Para cada tuberia ¢ = 1---n, leer: ¢;, L, D;, > K;, hy, y n; (eficiencia de la

bomba). Para cada embalse o tanque de almacenamiento ¢ leer la cota piezométrica Z;. Para cada
nodo j = 1---m, leer la demanda de caudal en el nodo QLUj.

19



2. Estimar los valores iniciales de Zy;. Esta estimaci‘on se debe hacer cuidadosamente ya que el algo-
ritmo puede converger hacia una solucién errada (quedar atrapado en un minimo local de la funcién
objetivo). En el caso en donde no existan bombas en las tuberfas los valores de Zy; pueden asumirse
por debajo del tanque principal y por encima de los tanques a los que se distribuye el flujo. En el
caso de un tramo con un sistema de bombeo Zy, puede asumirse por debajo del tanque al cual se
esta bombeando.

3. Para cada tuberia ¢ = 1---n, calcular el caudal siguiendo el algoritmo de comprobaciéon de disenio
para tuberias simples descrito en la seccién 1.4.

4. Para cada nodo j = 1---m comprobar que |Y ;" Qij — QLUj| < 7, donde 71 es un error (e.g. 7 =

1x107%). Note que Q;; es positivo si entra al nodo y es negativo si sale del nodo. Si esta condicién
no se cumple se debe corregir Zy; de la siguiente manera:

24, = Ztt + Ay, (61)

donde AZy, es la correcién que se debe calcular siguiendo la metodologfan de R.J. Cornish (1940)
COmMO:

AZy 2 (201 Qi — Quy,) )

62)
J Qij (

Note que en la medida que la condicioén | ) ;" | Qij — @ Ly, | se va acercando a cero, el valor de AZy,
también se acerca a cero. El proceso terminar cuando Z;”:l |AZy,| <n.

5. Imprimir Q;j, donde i =1---ny j =1---m. También es conveniente imprimir Zy,.

5.3 Diseno de redes abiertas de tuberias

En este caso se conocen las caracteristicas del fluido transportado, las caracteristicas de las tuberias (ru-
gosidades y longitudes), las cotas de los tanques que integran el sistema y las posibles demandas de caudal
en los nodos. Se desea conocer el diametro de cada tuberia D;. El proceso iterativo se base en el proceso
de comprobacién de disenio para tuberias simples aplicado a cada tuberia del sistema, asumiendo previa-
mente los didmetros de cada tuberfa. Sin embargo como las cabeza de energfa (Zy;) en los nodos no son
conocidas estas se deben ir corrigiendo en el proceso de iteraciéon hasta cumplir (aproximadamente) con la
ecuacion 58 en cada nodo. A continuacién se presenta un algoritmo para resolver este tipo de problemas:

1. Leer: py p o v. Para cada tuberfa ¢ = 1---n, leer: g, L;, Y K;, hy,, n; (eficiencia de la bomba) y
Q;. Para cada embalse o tanque de almacenamiento 7 leer la cota piezométrica Z;. Para cada nodo
j=1---m, leer la demanda de caudal en el nodo Q) Ly,

2. Estimar los valores iniciales de Zy,. Esta estimaci’on se debe hacer cuidadosamente ya que el algo-
ritmo puede converger hacia una solucién errada (quedar atrapado en un minimo local de la funcién
objetivo). En el caso en donde no existan bombas en las tuberias los valores de Zy; pueden asumirse
por debajo del tanque principal y por encima de los tanques a los que se distribuye el flujo. En el
caso de un tramo con un sistema de bombeo Zy, puede asumirse por debajo del tanque al cual se
esta bombeando.

3. Disenar cada tuberia ¢ = 1---n de la red abierta siguiento el algoritmo de diseno para tuberias
simples descrito en la seccién 1.6.
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4. Para cada nodo j = 1---m y con base en los caudales (Q;;) calculados (generalmetne diferentes a
los leidos en el paso 1) para cada tuberia en el paso anterior, determinar la correccién de cabeza de
energia para cada nodo con base en la ecuacién 62.

5. Verificar que la condicién > 7, [AZy;| < n donde donde 7 es un error (e.g. n = 1x107%). Note que
|AZy, = Z{,j — Z[tj;l|. Si la condicién anterior se cumple ir a 6. Si la condicién no se cumple ir a 3.

6. Imprimir D;, donde i =1---n.

6 Redes cerradas

Figure 11: Red cerrada del laboratorio de hidraulica.

Las redes cerradas son también conocidas como redes de distribucion (en sistemas de abastecimiento de
agua). Estas redes se caracterizan por tener al menos un circuito cerrado garatizando que cualquier zona
de la red sea alcanzada por una tuberia, lo cual incrementa la confiabilidad del abastecimiento. Al igual
que en los casos de sistemas de tuberias ya vistos, las ecuaciones para el andlisis de redes cerradas se basan
en las ecuaciones de conservacién de la energia y de la masa, asi como de las ecuaciones para el calculo
de las pérdidas. Se presentan aqui los diferentes métodos de andlisis para la comprobacién de disenio, en
donde se calculan los caudales en las tuberias y las presiones en los nodos de las redes. Los métodos se
presentan en orden cronolégico, en donde los métodos més antiguos son menos eficientes desde el punto de
vista computacional.

6.1 Principios fundamentales del analisis de redes cerradas

Ecuaciones de conservacion en los nodos

Conservaciéon de la masa

Si se considera la red cerrada de la figura 13 en donde Qp,, @p,, @D, - -, @Dyu son los caudales
demandados en los nodos y Q¢,, Qey, -+, Qe,, son los caudales que alimentan la red, la ecuacion de
continuidad se puede escribir como:

m Nu
> Q=Y Qo (63)
=1 =1
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Figure 12: Red cerrada de tuberias de acuerdo con la norma Colombiana (Insfopal) (tomado de [1]).

donde m es el nimero de nodos con entrada de caudales a la red y Nu es el nimero de nodos con

demandas. La ecuacion de continuidad para cada nodo, se puede expresar como:

NT;
Z Qij —Qpi =0

J=1

(64)

donde NTj es el nimero de tubos que llegan al nodo i y @);; es el caudal que pasa por la tuberia ij

hacia el nodo ¢ desde el nodo j. Q;; es positivo si entra a i y negativo si sale de este.

Conservacion de la energia

Para cada tramo ij, se puede expresar la ecuacion de conservacion de la energia como:
Vi
H; — H; = E Kmij? + hy,;
g
En términos de caudal, la ecuaciéon 65 se expresa como:

2
F[ f{ _ ] K )
7T 9942, <Z mi ¥ Ji Dz’j)

despejando Q;; de la ecuacién 66, se tiene:

2
Qij = —— V294
> Ky + fiip

Con el fin de tener en cuenta el signo de los caudales, la ecuacion anterior se expresa como

)
ij
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Figure 13: Red cerrada de tuberias en donde se indican los caudales demandados y los caudales que la
alimentan (tomado de [1]).

Qij =

H;, — H; 1
ZK J N fz i3 |H] — H2| 2 \/QQAZ']' (68)
mg; D

Reemplazando la ecuacion 67 en la ecuacién 64, se tiene:

)
ij

NT;

3
> | V294 — Qb (69)
j=1 Z Kmij + fl] D;;

Las ecuaciones 69 se conocen como las ecuaciones de cabeza. Como generalmente es conoce una cabeza
de energia en uno de los nodos, se tienen Nu — 1 ecuaciones de cabeza en la red, donde Nu es el numero
de nodos de la red.

Ecuaciones de conservacion en los circuitos

Para los circuitos que conforman la red, se deben cumplir las leyes de conservacion.
Conservacién de la masa

Para cada nodo que conforma el circuito se debe cumplir la ecuacién 64.
Conservacién de la energia

Para cada circuito, las pérdidas alrededor del circuito deben ser iguales a cero, es decir:

NT! NT/
D gy Dty =0 (70)
j=1 j=1

donde NT es el nimero de tuberias en el circuito i. La ecuacién anterior se pude expresar como:

NT; 2 L
4 Kij+ f”) (71)
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Con el fin de tener en cuenta los signos de los caudales en las tuberias, la ecuacién 71 se convierte en:

NT!

« Qi | Qi ( Lz‘j)
VS Kij+ fij~ (72)
2gA22j Z J J Dij

Jj=1

Las ecuaciones 71 son conocidas como las ecuaciones de caudal. Se tienen entonces NC' ecuaciones de
caudal, donde NC' es el numero de circuitos en la red. Note que pueden existir circuitos que contienen
otros y en todos ellos se deben cumplir las ecuaciones de caudal. Sin embargo el andlisis se hace para
circuitos independientes.

En total se tienen entonce NC + (NU — 1) ecuaciones no lineales las cuales sirven para encontrar los
caudales en las tuberias y las cabezas de energia en los NU — 1 nodos de la red dadas las caracteristicas
de las tuberias y de fluido circulante. Esto quiere decir que el problema se convierte entonce en una
comprobacién de disefio més que en un diseno de la red. Es posible para diferentes combinaciones de
didmetros y mediante métodos de optimizacién de los costos de la red obtener los didmetros en la red.

6.2 Método de Hardy-Cross con correccién de caudales

Este método desarrolado por H. Cross en 1936, resuelve las ecuaciones 69 y 71 para una red cerrada de
tuberias dadas las caracteristicas de las tuberias y del fluido. Este método corrige en cada iteracién los
caudales en las tuberias. Si se supone un error AQ; en el circuito 4, las perdidas para un tubo se expresan
como:

Li; (Qij + AQy)?
J
Si la cabeza de energia en la tuberia ij se define como hj; = hy,; + hp,;, la ecuacion 73 se expresa como:
L (QF; +2Qi;AQ; + AQ3)
hii = LY K. . J i 74
Despreciando el término AQ% en la ecuacién 74 ya que es pequeiio en relacion con los otros dos términos,
se tiene:
L;; (QF; +2Qi;AQ;)
o= (1o + ) g "
Para el numero de tubos en el circuito i NT, se tiene:
NT! 9 NT!
Z i ZKﬁ-f& +2AQ.Z Qij ZK‘Ffi (76)
= 2943 YDy ' 2945 YDy

Despejando AQ); y simplificando la ecuaciéon 76, tenemos:

Z(hfij + hmij)
hfi’+hmi'
22, ( a; ])

AQi = - (77)
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Comprobacién de diseno y diseno

Pasos para la comprobacion de diseno y para el disefio usando el método de Hardy-Cross con correcion de
caudales.

1. Definicién de la topologia de la red. Los circuitos estdan conformados por tuberias y la coneccién
de las tuberias en los circuitos es positiva siguiendo las manecillas del reloj y negativo en sentido
contrario. Todos los tubos deben quedar incluidos en almenos un circuito. Definir los nodos con
cabeza conocida.

2. Si existe mas de un nodo con cabeza conocida es necesario conectarlos a través de una tuberia
imaginaria formando un circuito que los una. En estas tuberias imaginarias se deben suponer sus
caracteristicas con el fin de calcular el caudal hipotético que circularia por ellas. Sin embargo en las
correcciones de caudal, los tubos imaginarios no deben ser incluidos.

3. Se suponen unos caudales iniciales en cada una de las tuberias de la red. Recuerde que los caudales
que van en el sentido de las manecillas del reloj son positivos, de lo contrario son negativos. Recuerde
ademas que los caudales que entran a un nodo son positivos y los que salen son negativos.

4. Para cada circuito, calcular las pérdidas a lo largo de cada tuberia utilizando la ecuacion 71.

5. Se calcula la sumatoria de las pérdidas a lo largo del circuito, teniendo en cuenta que los flujos en
sentido de las manecillas del reloj arrojan perdidas positivas y los flujos en sentido contrario dan
pérdidas negativas. Si la sumatoria es diferente de cero, se procede a calcular la correccién de caudal
para las tuberias del circuito con la ecuaciéon 77. Note que al balance de perdidas se deben restar las
cabezas de bombas que existiesen en alguna tuberia del circuito.

6. Los pasos 4 y 5 se repiten para el niimero de circuitos. Note que hay tubos comunes en circuitos lo
que implica que el caudal por ellos debe estar corregido para el siguiente circuito en la iteracion.

7. Los pasos 4,5 y 6 se repiten hasta que las ecuaciones de cabeza (ecuacién 69) en los nodos que
conforman el circuito se cumplan, es decir, cuando su valor sea muy cercano a 0.

6.3 Método de Hardy-Cross con correccién de cabezas

Este método se utiliza para resolver las ecuaciones de cabeza (ecuacién 69) para los nodos de la red. Las
ecuaciones del método son las ecuaciones 67. Por lo tanto en lugar de suponer caudales en las tuberias, se
supone la cabeza en cada uno de los (Nu — 1) nodos de la red. Note que la cabeza en al menos uno de los
nodos debe ser conocida. Luego, se ajustan las cabezas en cada uno de los nodos y el proceso de ajuste se
repite hasta que la ecuacién de continuidad en los nodos (ecuacién 64) se cumpla.

Si se considera que la cabeza H; en un nodo ¢ esta sobrestimada o subestimada, el factor de ajuste de
cabeza en un nodo i es AH;, la ecuacion 67 se convierte en:

(H; — H;) — AH;

2

V29 A;; (78)
Lii gAij
ZKmij +fijD7:j

Qij =

Analizando el termino ((H; — H;) — AHZ-)I/2 y utilizando el teorema del binomio, la ecuacién 78 se
expresa Como:

2gA;; 1 _
Qu = YR (a1 )2 = oty ) A, (79)
(Z sz‘j + fijDZ-)
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Teniendo en cuenta la ecuacién 67 y reemplazando la ecuacién 79 en la ecuacién de continuidad para
un nodo 7 (ecuacién 64), se tiene que:

NT; NT;
N AH; x—~ Qi
ZQ@']’_QD@'_ 5 ZHj—Hi =0 (80)
Jj=1 7=1

Despejando el factor de correccién de cabezas (AH;) para el nodo i, se tiene que:

A, — 22 Qi — Qi)

81)
Qij (
2 H.y'—]Hi

Note que en un nodo i, en la sumatoria de @;; se debe incluir la entrada (posible) de caudal externo
Q.. Cuando se asumen las primeras cabezas en todo los nodos se calcula @;; (utilizando la ecuacién 67)
y a su vez se corrige la cabeza de tal forma que los préximos caudales se calculan con cabezas corregidas.
La cabeza para la iteracién siguiente en el nodo i se calcula como:

HI = 0! + AH, (82)

Si en alguna de las tuberias de la red se tiene una bomba rotodinamica, la cabeza de la bomba expresada,
por ejemplo, de la siguiente manera:

Hp = AQ% + BQU +C (83)

afecta el calculo del caudal. Teniendo en cuenta esta adicién de energia Hp, la ecuacion 66, queda
expresada como:

2
Hp = AQ; + BQyy + CH; — Hi = 5 7 (Z Koy + fi D{) —(AQ5+BQi; +C)  (89)
ij ]

Teniendo en cuenta que la ecuacién 84 tiene la forma de una polinémio de grado 2, aQ?j +0Q;+c =0,
la soluciéon es encontrar las raices reales del polinémio.
Comprobacién de diseno y diseno

Pasos para la comprobacién de disenio y para el disefio usando el método de Hardy-Cross con correcién de
cabezas.

1. Definicién de la topologia de la red. Los circuitos estan conformados por tuberias y la coneccién
de las tuberias en los circuitos es positiva siguiendo las manecillas del reloj y negativo en sentido
contrario. Todos los tubos deben quedar incluidos en al menos un circuito. Definir los nodos con
cabeza conocida.

2. Suponer la cabeza de energia en cada uno de los nodos de la red. Note que al menos un nodo es de
cabeza conocida y constante en el tiempo. Entre mejor la estimacién de cabezas iniciales, mas rapido
convergerda el método.

3. Calcular el caudal en cada una de las tuberias utilizando la ecuacién 67.

4. Utilizando la ecuacién 64, comprobar la conservacién de la masa en el nodo 4. Si esta ecuacién no se
cumple (> 7 = 1x1079), se debe corregir la cabeza del nodo utilizando la ecuacién 81.

5. Se repiten los pasos 3 y 4 para cada nodo.

6. El algoritmo se detendra una vez la ecuacién 64 se cumpla (con un margen de error muy pequeno)
en todos los nodos de la red.
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6.4 Comparacion de los métodos de Hardy-Cross

e El método de H-C con correcciéon de caudale converge mas rapido ya que la correccién de caudales
en todas las tuberias de circuito se hace de manera simultdnea en cada iteracién, a diferencia del
método de correciéon de cabezas en donde la correciéon se hace nodo por nodo.

¢ El método de H-C con correcién de cabezas tiene la ventaja de que inicializar la energia en los nodos
es mas sensillo, por lo tanto el paso previo al proceso iterativo es mas rapido. Esto contrasta con la
suposicion de caudales iniciales en la red, lo cual es més lento ya que es necesario que se cumpla la
conservacion de la masa en cada nodo.

e El diseno de redes de tuberias cerradas se hace mediante prueba y error. Esto quiere decir que se
asumen diferentes combinaciones de didmetros en la red hasta llegar al diseio méas adecuado (6ptimo)
para la cual hay que correr la red tantas veces como combinaciones de didmetros en la red tengamos.
Es por esto que el método de H-C con correcién de cabezas, teniendo en cuenta la rapidez para
calcular las cabezas iniciales en los nodos, es més apropiado en general.

6.5 Meétodo de analisis lineal

Este método fue desarrollado por D.J Wood y C.O. Charles entre 1970 y 1972. Se basa en la linearizacién
de las ecuaciones de conservacién de la energia de cada una de las tuberias de la red. Este conjunto de
ecuaciones linealizadas junto con las ecuaciones lineales de coservacién de la masa en los nodos de la red,
forman un sistema de ecuaciones lineales que se resuelve a traves del algebra lineal. El problema consiste
en formar la matriz que contiene los términos de las ecuaciones e invertirla para solucionar el sistema de
ecuaciones que son los caudales por cada tuberia. Se ha demostrado que este método converge mas rapido
que los métodos ya explicados.

Ecuaciones usadas en el método

1. Conservacién de la masa en el nodo: Para cada nodo de la red, se debe cumplir la ecuacién de
continuidad:

NT;
> Qij—Qpi=0 (85)

=1

Note que los caudales entrantes a la red (Q¢;) en un nodo i deben tenerse encuenta en la ecuacién 85.
Recuerde que los caudales que entran al nodo son positivos y que los que salen son negativos. Si Nu
es el nimero de nodos habra Nu ecuaciones 85 y una redundande.

2. Conservacion de la energia en el circuito: Para cada uno de los circuitos de la red se debe
cumplir la ecuacion de la energia:

NT;
Z hfij + hmij =0 (86)
j=1

donde NT; es el numero de tubos conectados en el circuito 7. Si el numero de circuitos es NC, se
tendran NC' ecuaciones 86. La ecuacion 86 se puede expresar como:

NT;

Qij L

J=1

) =0 (87)
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Note que la ecuacién 87 es una ecuacion no lineal. Para la solucién de las NC' ecuaciones no lineales, las
ecuaciones 87, se puede expresar como:

NT;
D kijQ% =0 (88)
j=1

Kmy;+fij o
donde kl] = W
i

Para resolver el sistema de ecuaciones 85 y 88, el método de teoria lineal propone que para un tramo

1j:
hpy + hmg = ki Qi (89)
donde k'ij = kijQo,;- El caudal Qo,; es el caudal estimado para la primera iteracion, o el caudal

corregido en la iteracion previa para las demas iteraciones. Al reemplazar la ecuacién 89 en la ecuacion 88,
se tiene:

NT;
>_kiQh =0 (90)
j=1

En el caso de existir una bomba en una de las tuberias del circuito, la cual sumistra una cabeza de
energia Hpg, la ecuacion 90 queda:

NT;
Z kngsz =Hp (91)
j=1

El numero total de ecuaciones a resolver es NT = (NU — 1) + NC; NU — 1 ecuaciones 85 y NC
ecuaciones 90. En NT coincide con el nimero de tuberfas en la red y lo que se desea es encontrar @);; para
cada tuberia.

Para utilizar el método, es necesario estimar caudales iniciales en las tuberfas (Qo,;). Una de las
ventajas del método es que al suponer estos caudales iniciales no es necesario que se conserve la masa en
los nodos; los caudales pueden ser los mismos en todas las tuberias. Este método propone que el caudal
en la iteracién siguiente es igual a:

_ Qéu - Qi]

5 (92)

Las NT ecuaciones se pueden expresar matricialmente, y el metodo consiste en invertir la matrix
NTxzNT para determinar los caudales Q;;. Si se tiene la red de la figura 14, se tiene las siguientes
ecuaciones que forman el sistema de ecuaciones:

e Ecuaciones de continuidad en los nodos: Las siguientes ecuaciones se deducen teniendo en
cuenta que los caudales entrantes al nodo son positivos y los caudales salientes son negativos.

—Qi12+ Q6 = —QE

Q12 — Q23 — Q25 = Qp2
Q23 — Q314 = Qp3 (93)

Q31 — Q45 = Qpa

Q25 + Qa5 — Q56 = Ops
Q56 — Q61 = Qps Redundante

28



Q o o —»

g

Figure 14: Red cerrada que ilustra el uso del método de programacion lineal (tomado de [1]).

¢ Ecuaciones de conservacion de la energia en los circuitos: Las siguientes ecuaciones se
deducen teniendo en cuenta que las pérdidas de energia en el circuito que siguen las manecillas del
reloj son positivas mientras que las pérdidas en sentido contrario son negativas.

12Q12 + kb5Qa5 + kigQs6 + kigQ16 = 0

, / , / (94)
93Q23 + k3,Q34 + ky5Q45 — ko5Q25 = 0
Ordenando las ecuaciones 93 y 94 em forma matricial se tiene:
-1 0 0 0 0 0 17 [Q12] —QE]
1 -1 0 0 -1 0 0] |Qs Qp2
0 1 -1 0 0 0 0 Q34 QD3
0 0 1 -1 0 0 0| |Qus|=]|0Qm (95)
0 0 0 1 1 -1 0] |Qos Qps
klo 0 0 0 kys  kig kg | |Qse 0
L 0 kg3 ki, Kiy —kyy 0 0] [Qa] L O
La ecuacion 95 en la forma compacta, se expresa como:
A-B=C (96)

La incognita es el vector B, el cual contiene los caudales de cada tuberia. La solucion del sistema es:

B=A"l.C (97)

Note que los valores de k’ij se calculan en funcién de Qo,; para la primera iteracién. Para las iteraciones
siguientes Qo,; es calculado con la ecuacién 92.
El algoritmo para solucionar la ecuacién 96 utilizando el método de programacién lineal es el siguiente:

1. Se suponen todos los caudales en cada una de las tuberias asi como la direccién del caudal (siguiendo
las manecillas del reloj o en sentido contrario). No es necesario cumplir con ecuacién de continuidad
en los nodos.

2. Con estos caudales se calculan los valores de kj;.
3. Se plantean las ecuaciones lineales de continuidad (ecuacién 85) y de conservacion de energia (ecuacién 90).

4. Se construye la matriz A de la ecuacion 96.
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5. Se encuentran los caudales Q;; al solucionar la ecuacién 97.
6. Utilizando la ecuaciéon 92, se corrigen los caudales Q-
7. Se calculan de nuevo los valores de kgj para los caudales corregidos.

8. Se repiten los pasos 3 al 7 hasta que los caudales ();; cambien muy poco entre dos iteraciones sucesivas.
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