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Fuerzas sobre superficies curvas

LAM Viscosidad March 18, 2024



Fuerzas sobre superficies curvas: Aplicaciones

Necesaria en la estimacién de fuerzas sobre estructuras hidraulicas curvas
como:

@ compuertas tipo tambor
@ compuertas radiales

@ cara superior tipo pardbola en presas

Compuerta tipo tambor Compuerta tipo radial Presa con talud
tipo parabola
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Fuerzas sobre superficies curvas: Fuerzas

En una superficie curva sumergida, la fuerza hidroestatica cambia de
direccién dependiendo de la posicién sobre la superficie. Para facilitar el
calculo, es necesario estimar las componentes horizontal Fy y vertical Fy,
de la fuerza resultante Fgr sobre la superficie curva.

..........

Fluido

-----
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Fuerzas sobre superficies curvas: Fy

La fuerza horizontal Fy sobre

la proyeccion de la superficie Area AB -
curva es: proyectada |~"__.
en plano
Fn = 7[hCA]proyeccién vertical -

donde:
@ v: Peso especifico del fluido en reposo.
@ h¢: distancia vertical medida desde la superficie hasta el centro de
gravedad de la superficie proyectada

o A: Area de la superficie proyectada sobre el plano vertical.
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Fuerzas sobre superficies curvas:y, y x, para Fy

Como Fp se aplica en el centro de presiones p del area proyectada en un
plano vertical, se tiene:

b+ v
Yp = |Ye
yCA proyeccién
<
Xp = | Xc
XCA proyeccién

donde

@ /.: Momento de inercia con respecto al centro de gravedad del drea
proyectada en un plano vertical.

@ [, Producto de inercia con respecto al centro de gravedad del drea
proyectada en un plano vertical.

@ Xc Y Yc son las coordenadas del centro de gravedad del drea {% ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
. ¥y NACIONAL
proyectada en un plano vertical. g
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Fuerzas sobre superficies curvas: Fy

. Volumen arriba
La componente vertical Fy/ se calcula como de la superficie As

el peso del fluido que esta por encima
(fisicamente o no).

Fv = v[Vl]arriba

El punto de aplicacién de Fy es el centro de gravedad del volumen situado
arriba de la superficie curva:

Jy ydv
-y - [-y ]Vam' a =
P c b fv dVv

Jy xdV
Xp = [XC] Varriba — fVW
14

Finalmente,la magnitud de la fuerza Fg se calcula como:

\/ FA+F2 &
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Fuerzas hidroestaticas con diferentes fluidos
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Fuerzas hidroestaticas con diferentes fluidos

Las ecuaciones vistas hasta el
momento son vilidas para
fluidos de densidad uniforme.
Si el fluido esta conformado b,
por capas de fluidos de
diferentes densidades, la
distribucién lineal de
presiones cambia en cada b, P
R

capa. <

-+ 0il

Water
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Fuerzas hidroestaticas con diferentes fluidos

Sin embargo las ecuaciones vistas anteriormente pueden ser aplicadas a
cada capa i y las Fr; pueden ser adicionadas para calcular la Fg:

Fr= Z Fri= Z Pc,iAi

dondei:

@ Pci= Po+ihc,i es la presién en el centroide de la porcién de la
superficie en el fluido /.

@ A; es el drea de la superficie en ese fluido. El centro de presién de Fg
puede ser encontrado calculando la suma de los momentos de cada
fuerza Fg ; con respecto a un punto determinado (e.g. la superficie de
agua).

_ > Fri Yp,i . — > Fri Xp,i

Y Fr P Fr
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Flotacién y estabilidad
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Flotaciéon y estabilidad: Intro

duccion

Fuerza de flotacion

La fuerza de flotacion (Fg) es una
fuerza vertical hacia arriba que ejerce
un fluido sobre un cuerpo sumergido,
la cual tiende a levantar el cuerpo.
Esta fuerza es causada por el
incremento de la presién con la
profundidad. Por esto, es comiin
sentir que un cuerpo pesa menos
cuando este estd en un fluido.

How Does a Ship Float?

The Science Behind the Principles of Buoyancy
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Flotacién y estabilidad: Fuerza de flotacién

Consideremos una placa de espesor h ‘

y ared A sumergida en un liquido de 5 PrgsA
densidad p y que es paralela a la
superficie libre. El balance de fuerzas h\_f
sobre la placa, con base en presiones 1
manomeétricas es:

prels + hA

Fg = Fpottom — Ftop = pg(s—l- h)A — pgsA = pghA = pgV

Fg = pgV

donde V = hA es el volumen de la placa. Dicha Fg es el peso del volumen
de liquido desplazada que es igual al volumen de la placa.

LAM Viscosidad March 18, 2024



Flotaciéon y estabilidad: Principio de Arquimides

Principio de Arquimidez

La fuerza de flotacion actuante sobre un cuerpo de densidad uniforme
inmerso en un fluido es igual al peso del fluido desplazado por el cuerpo, y
actua vertical a travéz del centroide del volumen desplazado. Para objetos
flotantes, el peso del cuerpo debe ser igual a la fuerza de flotacién, la cual
es el peso del fluido cuyo volumen es igual a el volumen de la porcién
sumergida del cuerpo flotante. Esto es:

Vsub __ Pbody
Vtotal p

Fg = W — pgVsub = pbody&Viotal —

Tenemos entonces que la fraccién de volumen del objeto flotante es igual a
la relacion entre la densidad promedio del cuerpo y la densidad del fluido.
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Flotaciéon y estabilidad: Principio de Arquimides

Floating
Analizando la ecuacién anterior, un p <py \body

objeto inmerso en un fluido: U Flud

© permanece en reposo dentro del
fluido cuando p = pr if:ﬂ?ﬂ;dbzg‘;im)
@ se hunde y cae hasta el fondo
dentro de el fluido cuando
p > pf
© flota cuando p < pr

Sinking

=
Py .

En el caso de los gases, la densidad generalmente es mucho menor que la
densidad de un liquido. Sin embargo, las fuerzas de flotacién son notorias
en el ascenso de aire caliente en ambientes frios, la circulacién de aire en
la atmésfera y el ascenso de globos y de bombas con helio.
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Estabilidad de cuerpos sumergidos y flotantes

Una importante aplicacidn del concepto de flotacién es el andlisis de la
estabilidad de un cuerpo flotante o sumergido, lo cual es fundamental en el
disen de embarcaciones y submarinos. Existen tres casos que describen la
estabilidad de un cuerpo:

@ un cuerpo permanece estable si cualquier pequena perturbacién
genera un movimiento que es contrarestado por una fuerza que hace
que el cuerpo retorne a su posicién inicial

@ un cuerpo es neutralmente estable si después de ser perturbado
cambia su posicién inicial

@ un cuerpo es inestable si al ser perturbado este no retorna a su
posicién inicial y continua en movimiento.

Estos tres estados son aplicables a objetos flotantes o sumergidos. Por
ejemplo, un cuerpo sumergido o flotante en equilibrio estatico cuyo peso es
balanceado por la fuerza de flotacién permanece estable en la direccion
vertical. e
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Estabilidad de cuerpos sumergidos y flotantes

™ »: Fluid
Estabilidad de rotacién
La estabilidad de rotacion de un cuerpo cuerpo
sumergido depende de la localizacién relativa de (@i
el centro de gravedad G de el cuerpo y el
~ o —

centro de flotacién B, el cual es el centroide del Weight
volumen desplazado.

@ Un cuerpo sumergido permanece estable si
su fondo es mas pesado lo que hace que G (b) Neutrally stable
este por debajo de B (e.g. motores en
submarinos, canasta en globos)

@ En el caso en el que G y B coinciden, el Weight
cuerpo sumergido es neutralmente estable,
lo cual es el caso de cuerpos cuya densidad

o (c) Unstable
es uniforme.

© Si G esta por encima de B, el cuerpo
sumergido es inestable y cualquier
perturbacién hace que el cuerpo se voltee.
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Estabilidad de cuerpos sumergidos y flotantes

Momento restaurador

Si en un cuerpo G no esta verticalmente
alineado con B no es apropiado hablar de
estabilidad ya que el cuerpo no esta en un
estado de equilibrio y tratara de rotar o
moverse por si solo para alcanzar su estado
estable. EI momento restaurador que actia
en contra de las manecillas del reloj, tratara
de rotar el cuerpo en la misma direccién con
el fin de alinear G y B verticalmente.

Weight

Restoring moment
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Estabilidad de cuerpos sumergidos y flotantes

Estabilidad de rotacién

La estabilidad de rotacién es similar para cuerpos flotantes. Sin embargo,
a diferencia de un cuerpo sumergido, un cuerpo flotante puede permanecer
estable incluso cuando G esta arriba de B. Esto se logra gracias a que B
se desplaza hacia B’ generando un momento restaurador entre las dos
fuerzas para retornar el objeto a su posicién original.

Overturning

 Restoring ' moment }
/ moment / A versono
Q0 Pt
(a) Stable (b) Stable (¢) Unstable N
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Estabilidad de cuerpos sumergidos y flotantes

Altura metacentrica

Una medida de la estabilidad de un cuerpo flotante es la altura metacentrica
GM, la cual es la distancia entre G y el metacentro M (punto de interseccién
entre la linea de accién de las fuerza flotante antes y después de la rotacién). Con
base en la posicién de M, un cuerpo flotante es estable si M esta arriba de G por
lo que GM es positiva y es inestable si M esta abajo de G por lo que GM es
negativa. Si es inestable, el peso y la fuerza de flotacién actuando sobre el cuerpo
inclinado genera un momento de volcamiento en lugar de un momento
restaurador. Entre mds grande es GM, mas estable es el cuerpo flotante. Note
que un bote puede inclinarse hasta cierto angulo maximo sin volcarse, sin
embargo, si dicho dngulo es excedido el bote se volteard y se hundira.

Metaconier
IR /
| 1 /

| Restoring

| moment
‘ | moment /

(a) Stable (b) Stable (¢) Unstable
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Equilibrio relativo de fluidos en movimiento
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Equilibrio relativo de fluidos en movimiento

Se analizan las variaciones de presién en un fluido que se mueve como un
cuerpo sélido con o sin aceleracién o sin la presencia de esfuerzos
cortantes. Ejemplos:

@ Un carrotanque que transporta liquido en su interior, al acelerar y
alcanzar una velocidad, hace que la superficie libre de el fluido se
incline en la parte trasera haciendo que el volumen se mueva como un
cuerpo rigido.

@ De manera similar, cuando un cilindro que contiene un fluido rota a
una velocidad determinada, su superficie se transforma haciendo que
todo el fluido se comporte como un cuerpo rigido.

‘gﬁ% NACIONAL
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Equilibrio relativo de fluidos en movimie

Si analizamos un elemento diferencial de fluido cuyas
dimensiones son dx, dy y dz el cual se comporta
como un cuerpo rigido, la fuerza neta actuante sobre iz’ ;
el elemento seglin la segunda ley de Newton se :
expresa como: = ! dz
OF=6m-3 (I
! v Pl y, 2)

donde dm = p dV = p dx dy dz es la masa del pg dxdy de:
elemento de fluido y 3 es la aceleracién del elemento. //__"__ _____
Si hacemos un balance de fuerzas sobre el elemento,
las fuerzas actuantes sobre este son las fuerzas
hidroestaticas sobre las caras del elemento y el peso
del elemento en direccién z negativo.

dy

El balance de las fuerzas de presién en la direccién z es:

OP dz OP dz oP
0Fs, = (P— 57) dx dy — (P—l— 57) dx dy = —de dy dz

De manera similar, el balance en la direccién x y y es:

oP oP
0Fs . = ——dx dy d. 0Fs, = ——dx dy d. Sael NAcionAL
S, Ix X ay az S,y 8_)/ X dy az g% ((((((((((
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Equilibrio relativo de fluidos en movimiento

La fuerza de presién actuando sobre el elemento en forma vectorial, es
expresada como:

714_

ax' T a7 T oz
= —VPdx dy dz

- — — - aP—‘ 8P 8P
0Fs = 0Fs i + 6Fs ] + 0Fs .k = — ( R

k> dx dy dz

donde / _j y k son Ios vectores unitariosen x, y y z respectlvamente y
V= ax’ + 8y1 + az Pk es el gradiente de presiéon. Note que V es un
operador vectorial que actia sobre una funcién escalar como lo es P.
La otra fuerza actuante sobre el elemento de fluido es el peso, la cual se
expresa como:

5/3372 = —gde = —pgdx dy dzk

La fuerza total actuante sobre el elemento de fluido es:

6F = 6Fs + 6Fg = — <§P + ng> dx dy dz %%}::xzfzm

nnnnnnnnnn
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Equilibrio relativo de fluidos en movimiento

De acuerdo con la segunda ley de Newton, 6F =6m-3= pdxdy dzy
substituyendo en la ecuacién anterior, tenemos que la ecuacién general de
movimiento de un fluido que actia como un cuerpo rigido (sin esfuerzos
cortantes) es:

[ §P—I—pgl?:—p§ ]

Descomponiendo la ecuacién vectorial, tenemos:

B =—pax L =—pa, F=—plg+a)

donde ay, a a, son las componentes del vector 3 en las direcciones x,
y
y z respectivamente.
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Aceleracion en linea recta

Consideremos un contenedor "
parcialmente lleno moviendose en
linea recta con una aceleracién
constante (e.g. carrotanque con
combustible en movimiento). De
acuerdo con la figura y con la
ecuacién general, las ecuaciones de

movimiento se reducen a: ;21::;1:
lines
oP oP oP
ox =P 9y =0 g = MeT )

en donde P es independiente de y por lo cual P = P(x, z). De acuerdo
con la definicién de diferencial total, dP = (OP/0x)dx + (0P /0z)dz, la
ecuacién anterior se convierte en:

dP = —paydx — p(g + a,)dz £ megin
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Aceleracion en linea recta

Para determinar la diferencia de presidn entre los puntos 1y 2 (ver figura),

integramos la ecuacién para x y z:

Az.=z2,-1 Free
s =40 T L

2 ’ / surface
-.'w~

pressure
lines

Py — P1 = —pax(x2 — x1) — p(g + az)(z2 — z1)

Si tomamos como origen el punto 1 (x =0y z = 0) en donde la presién
P = Py, la variacion de presion en cualquier punto del fluido es:

[ P = Py — payx — p(g + a;)z ﬁ%mmm
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Aceleracion en linea recta

Si deseamos calcular el cdmbio de elevacién de la superficie libre del fluido,
el cdmbio de nivel del punto 2 con respecto a 1, y de acuerdo a la
ecuacién anterior Py = P», es:

ax
g+ az
donde z; indica la localizacién sobre la superficie.

Azg =z — 21 = — (x2 — x1)

Constant

De manera similar, las superficies con presién constante dine
isobaras pueden ser descritas desde dP = —paydx — p(g + a,)dz para
dP = 0 como:

dZisobar — _ _ax

ax Ztas = constante

De acuerdo con lo anterior, las isobaras son superficies paralelas (ve{%
,“L\IACIONAL

i i — M o ax  __ S ey
figura) cuya pendiente es m = “isebar — S = tand. :
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Rotacidon de un contenedor cilindrico

Si hacemos rotar un vaso lleno de agua alrededor
de su eje vertical, el agua tiende a apartarse
desde el centro hacia las paredes formando una
superficie libre concava; todo esto gracias a la
fuerza centrifuga. Si analizdmos el cilindro de la
figura, el cual rota a velocidad angular w, cada
particula del fluido se moverd a la misma
velocidad y todo el fluido se moverd como un
cuerpo rigido que no se deforma, una vez se
alcance una condicién permanente. Para analizar
este caso, es conveniente el analisis en
coordenadas poléres (r, 8, z), en donde z
represente el eje de rotacién del fluido. Por
definicién, la aceleracién centripeta es rw? vy
positiva hacia el centro; note que la aceleracién
no depende de # ya que es simétrica con
respecto a z.

LAM Viscosidad
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Rotacidon de un contenedor cilindrico

Aplicando la ecuacién general:
op _ .2 9P _

rw® —~=0 CL
ar _° 90—~ 8z g

De acuerdo con la definicién de diferencial total, dP = (0P /0r)dr + (0P/0z)dz, la
ecuacion anterior se convierte en:

dP = prwzdr — pgdz

Para superficies con presién constante (dP = 0), la distancia vertical z se convierte en

una funcién de r como: )
dZisobar _rw

dr g
integrando la ecuacién anterior: W?
Zisobar = — 1+ G
2g

en donde la ecuacidén anterior es la ecuacién de la pardbola por lo que las superficies de
presién constante forman un paraboldide de revolucién. La ecuacién anterior representa
una familia de curvas. Por lo tanto, para la superficie libre, cuya altura es conocida e
igual a hc, G = hc cuando r = 0 y la ecuacidén anterior para la superficie libre se
convierte en: w?
Zs = —1r° + he -
en donde z; es la distancia desde el fondo hasta la superficie. )
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Rotacidon de un contenedor cilindrico

Teniendo en cuenta que el volumen de un anillo es dV = 27rz;dr, el volumen del
parabolédide formado por la superficie libre es:

R R wz w2
V= / 2 zerdr = 27r/ (—rz + hc) rdr = TR? (—Rz + hc)
r=0 r=0 2g 4g

De acuerdo con el principio de conservacién de la masa, el volumen del cilindro es:
2
V=7nRho

en donde ho es la altura del fluido en el contenedor antes de rotar. lgualando las
ecuaciones anteriores, hc se convierte en:

2 p2
he = ho — R
4g

reemplazando en la ecuacidn, la altura de la superficie libre serfa:

z=h— % (R* = 2r°)

La diferencia de altura entre el centro y el borde del contenedor se obtiene evaluando la
ecuacién anterior cuando r =0y r = R:

Dz max = 25(R) — 2:(0) = £ R? £ mccin
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Rotacidon de un contenedor cilindrico

Por otro lado, si la densidad p es constante, la diferencia de presién entre dos puntos 1y
2 se determina integrando la ecuacién general, lo cual queda:

2
W
Py — P = %(rf —17) - pg(z — 2)

Si tomamos como punto 1 r =0y z = 0 donde la presién es igual Py, la presién en
cualquier punto (e.g. P») es:

P = Po—l——r — pgz

Seglin la ecuacién anterior, para un radio conocido, P varia hidroestaticamente en la
direccién vertical como un fluido en reposo. Por otro lado, para una distancia z
conocida, P cambia con el cuadrado de r e incrementa desde el centro hacia los bordes.
La diferencia de presién entre el centro y el borde del contenedor es:

wz
AP = 2%"R?

ag% NACIONAL
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