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1 Ecuaciéon de energia

El principio de conservacion de la energia establece que la energia neta transferida a un sistema o extraida de él
durante un proceso debe ser igual al cambio en el contenido de energia de ese sistema. En los volimenes de control, la
transferencia de energia también puede ocurrir a través del flujo de masa. En articulaciéon con los temas trabajados,
ya hemos encontrado expresiones que trabajan sobre la conservacién de la masa sobre un fluido, ahora es importante
pensar en que la energia puede ser transferida a un sistema cerrado o extraida de él mediante calor o trabajo. El
principio de conservacién de la energia, también conocido como balance de energia, se expresa como:
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1.1 Ecuacién de Bernoulli

La ecuacion de Bernoulli establece una relacién simplificada entre la presién, la velocidad y la elevacién en regiones de
flujo estacionario e incompresible, donde las fuerzas de friccién netas son insignificantes. A pesar de su simplicidad,
esta ecuacién ha demostrado ser una herramienta poderosa en mecanica de fluidos dada su ”aplicabilidad” a varias
regiones de un campo de flujo practico. Estas regiones se denominan regiones de flujo no viscoso, destacando
que no implican la ausencia de viscosidad o friccién en el fluido, sino més bien que las fuerzas viscosas netas
son insignificantes en comparacién con otras fuerzas que actian sobre las particulas del fluido. Para efectos de
aproximaciéon se asume que los efectos viscosos son notablemente pequenos en comparacién con los efectos de inercia,
gravedad y presién. Esto tultimo no es valido en todo el campo de flujo, por ende, la ecuacién de Bernoulli no puede
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Figure 1: Representacién de la linea de energia

aplicarse universalmente en un flujo, independientemente de la baja viscosidad del fluido, por lo general se puede
usar en regiones lejanas a las paredes del sistema o a las denominadas capas limite. Para el analisis es vélido
mencionar que el movimiento de una particula y su trayectoria se caracterizan por el vector velocidad, que varia con
el tiempo y las coordenadas espaciales, ademaés de la posicion inicial de la particula. En flujos estacionarios, donde
no hay cambios temporales en un punto especifico, todas las particulas que pasan por el mismo punto siguen una
trayectoria constante, conocida como linea de corriente. Esta linea representa la senda que sigue el fluido y en la
cual los vectores de velocidad son tangentes en cada punto. La utilidad de este concepto es mas evidente en regiones
del flujo fuera de las capas limite y estelas, donde predominan los efectos combinados de la presién y la gravedad.

1
P+ 5'01}2 + pgh = cte (2)

Para una seccion delimitada por un volumen de control y que es analizada en dos secciones tenemos que la
ecuacién puede ser reescrita como:

1 1
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El movimiento de una particula y la trayectoria que sigue se describen mediante el vector velocidad, el cual es una
funcién del tiempo, las coordenadas espaciales y la posicién inicial de la particula. Cuando el flujo es estacionario
(sin cambios con el tiempo en un lugar especifico), todas las particulas que pasan por el mismo punto siguen la misma
trayectoria (que es la linea de corriente) y los vectores de velocidad permanecen tangentes a la trayectoria en todo
punto.

Principio de Conservacion de la Energia

Dado el principio de conservacién de la energia, se establece que la suma de los cambios en la energia cinética y
potencial debe ser igual al trabajo realizado por la presién:

1
PdV + §pdVdU2 +pgdVdh=0
Dividiendo todo por dV y reorganizando términos, obtenemos:

1
P+ 5,0112 + pgh = cte

1.2 Linea de energia y de gradiente hidraulico

Teniendo claridad en cada parte que compone la ecuacién de Bernoulli, es conveniente representar de manera grafica
el nivel de la energia mecanica, usando alturas, con la finalidad de facilitar la visualizacién de los diversos términos



de la ecuacién de Bernoulli. Esto se puede realizar dividiendo cada término de esa ecuacion entre el valor de la
gravedad (g), obteniendo:

P
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Cada término de esta ecuacion hace referencia a una carga de fluido fluyente con sus respectivas dimensiones y
longitud:
° % representa la carga por presion equivalente a la columna de fluido que produce la presion estatica.
2
. U— corresponde a la cabeza de velocidad del fluido y representa la elevacién que se necesita para que dicho
ﬂu1do alcance la velocidad v en caida libre y despreciando la friccion.

lQ»—A

e Finalmente, h; corresponde a la cabeza de elevacién del fluido y nos indica su energia potencial.

Del mismo modo, H representa la carga total del flujo, que es la suma de las cargas de presion, de velocidad
y de elevacion a lo largo de una linea de corriente. Esta suma es constante durante el flujo estacionario, bajo las
condiciones en las que la ecuacion de Bernoulli es aplicable.

Por ejemplo, si se coloca un piezémetro (que mide la presién estdtica) en una toma en un tubo, el liquido subira
hasta una altura de £ por encima del centro del tubo. La linea de gradiente hidrdulico (LGH), también conocida
como linea piezométrica o linea de alturas piezométricas, se obtiene al realizar esta medicién en varios puntos a lo
largo del tubo y trazar una linea que conecte los niveles del liquido en los piezometros.
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Figure 2: Representacién de nivel de energia y nivel “piezométrico (LGH)

1.3 Aceleracién en una particula

La aceleracion de una particula de fluido se describe frecuentemente en términos de su distancia s a lo largo de una
linea de corriente y su radio de curvatura a lo largo de esta linea. En flujos bidimensionales, la aceleracién se posee
dos componentes: la aceleracién tangencial ag, a lo largo de la linea de corriente, y la aceleraciéon normal a,,, en la
direccién perpendicular a la linea. La aceleracion tangencial as se debe a cambios en la magnitud de la velocidad
a lo largo de la linea de corriente, mientras que la aceleraciéon normal a,, se debe a cambios en la direcciéon de la
velocidad, expresada como Vif a lo largo de una trayectoria curva, donde R es el radio de curvatura. En el caso de
particulas que se mueven a lo largo de una linea recta, la aceleracién normal es cero, ya que el radio de curvatura es
infinito y no hay cambio en la direccién de la velocidad.

dv. 0V ds . 81 5)
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Considerando el flujo estacionario:
1%
=V- (6)
s
La ecuacién de Bernoulli surge de un balance de fuerzas a lo largo de una linea de corriente. Es importante
no confundir el concepto de flujo estacionario con la ausencia de aceleracién. Aunque en un flujo estacionario no

hay cambio en el tiempo en un punto fijo, puede haber cambios en la velocidad y en la aceleracién a lo largo de la



trayectoria del fluido. Por ejemplo, en el caso de una boquilla de una manguera de jardin, el flujo de agua se acelera
a medida que pasa por la boquilla, a pesar de que el flujo de masa sea constante. Esto ilustra que ”estacionario”
simplemente significa que no hay cambio temporal en un punto fijo, pero las propiedades del flujo pueden variar de
un punto a otro.
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Figure 3: Sistema con miiltiples entradas y salidas

1.4 Potencia hidraulica

La potencia hidrdulica P se define como la tasa de trabajo realizado por el fluido en un sistema hidraulico. Para
un fluido incompresible y estacionario, la potencia se puede expresar de varias formas, dependiendo de la aplicacién
especifica:

¢ Potencia por unidad de masa:

. U2 U2
P=m<h1+21+921—h2—22—gzz>

donde:

mm es el flujo maésico del fluido,

— h es la altura de la carga de presién,

— v es la velocidad del fluido,

— g es la aceleracién debido a la gravedad,

z es la altura sobre un nivel de referencia.

¢ Potencia por unidad de volumen:

- ’1}2 'U2
PpV<h1+21+gzlh222922)

donde:

— p es la densidad del fluido,

— V es el flujo volumétrico del fluido.

Estas expresiones representan la potencia hidraulica en términos de la diferencia de energia entre dos puntos del
flujo, teniendo en cuenta las contribuciones de la presion, la velocidad y la elevacion del fluido.



2 Conservacion de momentum

El concepto de cantidad de momento lineal se basa en las leyes fundamentales de Newton, las cuales describen las
relaciones entre los movimientos de los cuerpos y las fuerzas que actian sobre ellos. La segunda Ley de Newton
relaciona la aceleracion de un cuerpo con la fuerza neta que actiia sobre él, expresando que la aceleracién es directa-
mente proporcional a la fuerza neta e inversamente proporcional a la masa del cuerpo. Esta ley es fundamental para
entender cémo las fuerzas impulsan el movimiento y la dindmica de los fluidos en diferentes condiciones, la misma
puede ser escrita como:

. dv
F = a = R
ma m dt (7)

El momento lineal o cantidad de movimiento de un cuerpo se define como el producto de su masa y su velocidad.
Para un cuerpo rigido de masa m moviéndose con una velocidad 17, su momento lineal se representa como mV . Este
enfoque es més alineado con el enunciado original de Newton para la segunda ley y es particularmente relevante en
la mecédnica de fluidos al estudiar las fuerzas resultantes de los cambios de velocidad en los flujos. Por lo tanto, en
este campo, es comun referirse a la segunda ley de Newton como la ecuacién del momento lineal.

La cantidad de movimiento de un sistema permanece constante cuando la fuerza neta que actia sobre él es cero,
lo que implica que la cantidad de movimiento de dichos sistemas se conserva. Esto se conoce como el principio de
conservacion de la cantidad de movimiento. También es necesario destacar que la fuerza, la aceleracion, la velocidad
y la cantidad de movimiento son magnitudes vectoriales y, como tales, tienen tanto direccién como magnitud.

2.1 Conservacion de momento angular

Cuando se estudian cuerpos que rotan o sistemas de flujo con movimiento angular. La contraparte de la segunda
Ley de Newton para los cuerpos rigidos en rotacién se expresa como M=1 a, donde M es el momento o momento
de torsién neto aplicado sobre el cuerpo, I es el momento de inercia respecto al eje de rotacién, y d es la aceleracién
angular. .

Esto también puede expresarse en términos de la razén de cambio del momento angular %, donde H es el
momento angular, como:

. dH d(Iw)
M = = ——
dt dt ®)

Esta ecuacién relaciona el momento aplicado M con la tasa de cambio del momento angular H, proporcionando
un marco para analizar cémo se transmiten y transforman las fuerzas rotacionales en sistemas de flujo.

2.2 Ecuacion de momento lineal

A las consideraciones anteriores se anade que tanto la densidad como la velocidad pueden variar de un punto a otro
dentro del sistema, la segunda ley de Newton puede expresarse de manera méas general como:

Zﬁ:%/deV (9)

Por lo tanto, la segunda ley de Newton puede enunciarse como la suma de todas las fuerzas externas que actian
sobre un sistema, igual a la razén de cambio temporal del momento lineal de ese sistema. Este enunciado es valido
para un sistema de coordenadas que esta en reposo o se mueve con velocidad constante, conocido como sistema
inercial de coordenadas o marco inercial de referencia. Sin embargo, para sistemas en aceleracién, como los aviones
durante el despegue, es més apropiado utilizar sistemas de coordenadas no inerciales (o en aceleracién), fijos al avién,
para un analisis més preciso. Si a esto sumamos el RTT tenemos la ecuacién general para un volumen de control
fijo, movil o en deformacién:

. d .
F== d
S E=L [ v v+/

g § oV (Vr : ﬁ) dA (10)

Esto ultimo se puede condensar en que suma de todas las fuerzas externas de un volumen de control es igual a la
razén de cambio de momento lineal en el tiempo, més el flujo neto que sale del volumen de control.



2.3 Casos especiales asociados al volumen de control

La expresion anterior es precisa para volumenes de control fijos, pero puede resultar poco practica en la ingenieria
debido al uso de integrales, por ello es preferible reformular la expresién en términos de velocidades promedio y flujos
de masa a través de entradas y salidas. En numerosas aplicaciones précticas, el fluido atraviesa las fronteras del
volumen de control mediante una o mas entradas y salidas, transportando consigo cantidad de movimiento hacia
adentro o hacia afuera de dicho volumen.

2.3.1 Flujo estacionario en reposo
SF="pmV-> pmV (11)
sal cnt

La expresion indica que la fuerza neta actuante sobre el volumen de control durante el flujo estacionario en reposo
es equivalente a la diferencia entre las tasas de flujo de cantidad de movimiento entrante y saliente.

2.3.2 Flujo estacionario en reposo: una entrada y una salida
Zﬁ =m (52‘72 - 51‘71) (12)

Se subraya nuevamente que todas las relaciones mencionadas anteriormente son ecuaciones vectoriales, donde
todas las adiciones y sustracciones son vectoriales. Es importante recordar que restar un vector es equivalente a
sumarlo después de invertir su direccién. Ademads, al escribir la ecuacién de la cantidad de movimiento a lo largo de
una coordenada especifica (como el eje x), se utilizan las proyecciones de los vectores sobre dicho eje.
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Figure 4: Sistema con una entrada y una salida

2.3.3 Flujo sin fuerzas externas

d(mV . .
0:%+Zﬂn’1v-z&mv (13)

sal ent

Esta es una formulacién del principio de conservacién de la cantidad de movimiento, que puede enunciarse como:
en ausencia de fuerzas externas, la tasa de cambio de la cantidad de movimiento de un volumen de control es igual
a la diferencia entre las tasas de flujo de cantidad de movimiento que entran y salen.



